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Abstract

The paper aims to evaluate the opportunity of using mathematic estimation models
within economic discounting computation. Several approximation models from the
numerical methods theory will be considered in order to determine the evolution trend for
investment projects’ economic indicators. The paper has a rather theoretical framework
and aims to identify new ways of improving existing techniques.
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Rezumat

Lucrarea isi propune sa studieze oportunitatea estimdarilor matematice in cadrul
calculelor de actualizare economice. Se vor considera diverse modele de aproximare din
teoria metodelor numerice pentru determinarea trendului indicatorilor economici ai
proiectelor de investitii. Articolul are un caracter teoretic si isi propune sa identifice
modalitati de imbunatdtire ale tehnicilor utilizate in prezent.
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Introducere

ai proiectelor de investitii intr-un moment oarecare de timp ¢ situat intre

momentul ludrii deciziei 70 si momentul scoaterii din functiune a
capitalului fix fn presupun considerarea pozitiei pe axa timpului a lui ¢ in intervalul [¢0, tn].
Metodologia expusa in (Vasilescu et al. 2000) reprezintd un instrument eficient de
identificare a valorii indicatorilor economici ai proiectului, considerdnd relativitatea
elementelor de ,trecut” si ,viitor” raportate la momentul de timp t in care se doreste
analiza.

T ehnicile utilizate in prezent pentru calculul valorii indicatorilor economici

Metodologia utilizata de practicieni considera calculul valorii actualizate a
indicatorilor economici in cinci puncte de pe axa timpului, din care frecvent trei prezinta o
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importanta deosebita, asa cum este prezentat in (Vasilescu et al. 2000).

d D
| /_\\ | \
\ | \ | \ .
timp
m n p 1 v
(momentul adoptarii  (momentul inceperii (momentul darii (momentul inceperii (momentul scoaterii
deciziet de nvestittl)  lucrarilor de investitii)  in functiune ) ratituirit creditelor) din functiune)

Figura 1. Principalele momente de calcul a valorii actualizate a indicatorilor
economici ai proiectului de investitii

Pentru momentul de timp t, valorile investitiilor si profitului actualizate in t sunt:

O<h<(n-trd TD ¥ l/(l+a)h ,daca m<t<n
It = <Y ghan Th * (14+2)" + Z peg Th * 1/(142)" | daca n<t <p
Y i<hedst1 1D * (l+a)h ,daca p<t<v
..... ochetnneasn T * 1/(14+2)" ,daca m <t <n
Pt= T gaheipt Th * (142)" + X 1 ep.p Th * 1/(1+2)" , daca p<t <v
Y oahert I * (14+2)" ,daca v =t

unde d = durata de executie a investitiei, D= durata de functionare eficienta a obiectivului
de investitii, Ih investitia anuala si Ph profitul anual constant.

Un aspect de complexitate in prezenta metodologie il reprezintd cunoasterea
apriori a duratei de functionare eficienta a viitorului obiectiv de investitii D.

Utilizam formulele de actualizare propuse in (Vasilescu et al. 2000) in cele cinci
puncte de referinta de pe axa timpului, considerate relevante de autori. Obtinem puncte in
reperul cartezian XOY cu coordonatele din tabelul 1, pentru spatiul investitiilor anuale
totale.

Formule de calcul ale investitiei si profitului actualizate in cele cinci momente
(conform Vasilescu et al., 2000) )

Tabelul 1
Moment 1t Pt
m X n-m+1<h<(n-m)+d Ih * l/(l+a)h X 1<h<(n-m)+d+D Ph * 1/(1+a)h
- L e Th * V(142)" % 1neasp Ph * 1/(1+2)"
P % oenea T * (14+2)" Y 1ahep Ph * 1/(1+2)"
u % wpetctupyra-t T * (1+2)" Y pencup 1 Ph ¥ (1+2)" +
+% 1chen-wp Ph * 1/(1+a)"
v % pareprar Ih * (1+2)" % oenen-1 Ph * (1+a)"
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Metode de interpolare

In continuare lucrarea incearca sa evidentieze oportunitatea utilizérii elementelor
de metode numerice, in particular a interpoldrilor, pentru a aproxima valoarea actualizata a
indicatorilor investitii si profit la un moment oarecare de timp, cunoscand perechile de
valori din tabelul 1.

In literatura de specialitate, interpolarile sunt utilizate in tehnica discontarii pentru
a aproxima durata de recuperare a investitiei. Astfel, conform (Covrig & Gheorghe), prin
interpolare liniara intre valorile succesive de timp in care fluxul monetar actualizat isi
schimba semnul , se poate deduce T, durata de recuperare a investitiei.

O alta utilizare a interpoldrilor in calculele de actualizare este propusa in (Curs de
specializare in contabilitate) pentru a afla rata interna de rentabilitate (RIR) pornind de la ,,0
rata de actualizare aleasa arbitrar pentru care se calculeazd VNA” si modificand-o succesiv
pentru a obtine doua valori VNA+ si VNA-, caracterizate prin doua rate de actualizare a;,
si ap,x care diferd prin cel mult 5 puncte procentuale.

Pentru a identifica rata de discontare potrivita pentru calculele de actualizare,
James, Van Horne & Wachowicz (2005) propun o formula matematica bazata pe
interpolare, in care intervin RIR si pretul curent al investitiei.

In acest context, lucrarea prezenta incearca sa ofere o noua modalitate de utilizare
a metodelor numerice in calculele de actualizare, si anume in estimare indicatorilor
economici ai proiectelor de investitii intr-un moment de timp oarecare t de pe axa timpului
reprezentata in figura 1.

Interpolarea cu Polinomul Lagrange
Se considera formula polinomului Lagrange:
Ln(x)= X cicn y; * 11 O<j<n;j<>i (X-Xj)/ (Xi'Xj) (D

Pentru n=5 si punctele din tabelul 1, formula (1) se scrie echivalent:

(x-n)(x-pHx-U)(x-v) (-m)(e-p)(x-u)(x-v)
LH(X): z f-mHl<hs (- mtd Th # 1/(1+a)h S —— +E 1<h=d Th * 1/(1+a)h R +
(m-m)(m-p)m-u){m-v) (n-m)(n-p){n-u)(n-v)
(x-m) (x-n)(x-u)(x-v) (x-m)(x-n)(x-p)(x-v)
+E peneat Th * (14" # oo eemeeee + E S Ty Th # (14" # oo +
(p-m)(p-n)(p-u)(p-v) (u-m){u-n)(u-p)(u-v)
(x-m)(x-n)(x-p)(x-u)
+Z Dih<Di+d | Th # (1+a)h L —————
(V-m)(v-n)(v-p)(v-u)

Se obtine un polinom de gradul 4 in x. Cum domeniul de definitie a lui x este
[0.,infinit] , x reprezentdnd o coordonata de timp , atunci derivata 1 Ln’(x)>0 si derivata
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a 2-a Ln”’(x)>0. Prin urmare , Ln(x) este o functie strict crescatoare . Din acest punct de
vedere , Ln(x) poate aproxima It, deoarece ambele grafice au panta pozitiva.

Eroarea care se comite cand se aproximeaza valoarea actualizata a investitiei in
momentul t utilizdnd Ln(t) este :

[ILn(t)- X ochen-ty+a Th * 1/(l+a)h | ,daca m<t<n
€ = <ILn(t)- X garens Th * (142)" + Z 1 cnea Th * 1/(142)" |, daca n<t <p
I Ln(t)- X geheqsrs I * (1+a)h | ,daca m <t <n

Observatie: interpolarea prin metoda Newton-Gregory nu poate fi aplicata Intrucat
nu este respectata ipoteza de abscise echidistanta.

Interpolarea repetata Aitken-Neville

Metoda interpolarii Aitken-Neville presupune obtinerea iterativa a unui polinom
care sa aproximeze functia. In prima etapa se obtine o formula de interpolare liniara, iar
apoi se aplica repetat algoritmul si se genereaza polinoame de interpolare de grad superior.

Interpolarea liniara intre 2 puncte (Xy,yx) SI (Xkim»Yksm) produce polinomul de
gradul 1:

Vi * (X = Xgem) = Yiam ™ (X - X1

y=yXx) =

Xk = Xk+m

Fiind date cele cinci valori ale functiei ce se doreste a fi aproximata prin
polinomul de interpolare Aitken-Neville de grad 4 , se parcurg etapele:

Etapa 1:
yi’ (%) = [ Im*(x-n) - In*(x-m) ]/ (m—n) , cuy,’ (m)=Im, y,’ (n)=In
yi' ) =[In*(x-p) - Ip*(x-n) 1/ (n—p) ,cuy (m)=In,y,' (p)=Ip
yi> (%) = [Ip*(x-w) ~Tu*(x-p) 1/ (p—u) , cuy,’ (p)=Ip, y;* (w=Iu
vt (x) = [ Tu*(x-v) - Iv¥(x-u) |/ (u—=v) ,cuy’ (w=lu,y’ (v)=Iv

Etapa 2:
y2" (%) = [y,’ (%) *(x-p) — yi' (0)*(x-m) ]/ (m — p)
cuy,’ (m) =Im, y,* (n)=In, y,° (p)=Ip
y2' (%) =[y)" (%) *(x-u) - y;” (x) *(x-n) ]/ (n — u)
cuy,' (n=In, y,' (p)=Ip, y,'(w)=Iu
v2' (%) = [y)” (%) *(x-v) = y;* (x) *(x-p) 1/ (p— V)
cuy,’ (p) =Ip, y,* (w=lu, y,* (v)=Iv

Etapa 3:
ya' (%) = [y (%) *(x-u) - y,' (%) *(x-m) ] / (m - v)
1 cuys’ (m) =Im, y;” (w=In, y5" (p)=Ip, y5” (W=Iu
vt () = [y (%) #(x-v) = y2” (%) *(x-n) ]/ (n =)
cuys' (m=In, y;' (p)=Ip, y3' (W)=Iu, y3' (V)=Iv
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Etapa 4:
ya’ (%) = [y3* (%) *(x-v) — y3' (0*(x-m) ]/ (m — v)
cu y,’ (m) =Im, y,* (n)=In, y,* (p)=Ip, y,* (W)=Iu, y,* (v)=Iv

Pentru a compara rezultatele obtinute prin metodele analizate se considera
urmatorul studiu de caz.

Se considera o investitie de modernizare a infrastructurii IT a unei companii
desfaguratd pe parcursul a trei ani cu I1=5000 euro , 12=3000 euro si [3=2500 euro.
Elaborarea studiului de fezabilitate si a documentatiei proiectului se desfasoara pe parcursul
unui an. Pentru finantare se apeleaza la un credit ce se ramburseaza incepand din al doilea
an de functionare a obiectivului. Durata de functionare eficienta este evaluata la 6 ani, iar
coeficientul de actualizare pentru domeniul investitiei este evaluat la valoarea de 15%.

Utilizand calculele de actualizare, se obtin urmatoarele valori in euro:
Moment m=0 n=1 p=4 u=5 v=10
Valoare It 7184 8263 12562.5 14449 29057.5

Fiep<t<v,t=8 => I8= L qres Ih * (142)" = T 446 Th * (142)" = 21970.5
Fie p <t <v, 2=9 =>19= ¥ s Ih * (142)" = T 54 Th *(1+a)" = 25266.5

Prin metoda polinomului de interpolare Lagrange se obtine:
Ln(x) = 35.92% (x-1)(x-4)(x-5)(x-10) - 76.5*% x (x-4)(x-5)(x-10) + 174.47* x(x-1)(x-5)(x-
10) — 144.49 * x(x-1)(x-4)(x-10)+10.76* x(x-1)(x-4)(x-5)

Ln(8)=21987.84

Se observa ca Ln(8) aproximeaza cu o abatere de 17.34 (e=0.7*10’3) valoarea I8
calculata cu tehnica actualizarii.

Ln(9)=25286.4

Se observa ca Ln(9) aproximeazad cu o abatere de 19.9 (e=0.7*10'3) valoarea 19
calculata cu tehnica actualizarii.

Analog se poate aproxima valoarea actualizata a indicatorilor economici
(investitie totala , profit ) intr-un moment oarecare de timp t folosind metoda de interpolare
repetata Aitken-Neville prezentata. In punctul t=8 se obtine in studiul de caz enuntat y,’
(8) = 21993 , cu o abatere relativa de 10~ fata de rezultatul obtinut prin aplicarea calculelor
clasice de actualizare.

Concluzii

Calculele de actualizare in cele cinci puncte de referinta sunt suficiente pentru a
estima cu ajutorul metodelor de interpolare , valoarea actualizata in orice punct intermediar.
Se Tmbunatateste astfel timpul de calcul pentru aplicarea tehnicii actualizarii pentru
subdiviziuni ale anului : semestru, trimestru, decada.

Din punct de vedere al implementdrii software a algoritmilor, se disting
urmatoarele rezultate:
Utilizarea tehnicilor actuale de discontare
->timp computational O(n)
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Utilizarea interpolarii cu polinomul Lagrange

-> erori relative sub e=0.7%10-3

-> timp computational O(n)

Utilizarea interpoldarii repetate Aitken-Neville
-> erori relative sub e=10-3
-> timp computational O(n*n)
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