Prioritati tehnologioe in economia romaneasca

Modele Fuzzy pentru fundamentarea
deciziilor multicriteriale

Introducere

e poate afirma, fara a exagera, cd cele mai multe

procese decizionale si situatii in care este necesarda

rezolvarea unei probleme reale sunt atat de complexe,
incat nu pot fi abordate prin metode cantitative. Cu toate
acestea, oamenii reusesc sa rezolve cele mai multe din
aceste probleme prin utilizarea cunostintelor lor care sunt
mai mult imprecise decat precise. Pornind de la aceasta
constatare, inca de la inceputul secolului al XX-lea, s-a
incercat (Russel si Whitehead — 1913, Lukasiewicz — 1930,
Moisil — 1940, Zadeh — 1965) si s-a reusit sd se
construiasca o teorie a multimilor fuzzy care poate
reprezenta matematic incertitudinea determinatd de
vaguitate §i poate oferi instrumente formalizate pentru
abordarea  impreciziei intrinseci multor probleme
decizionale. Prin utilizarea multimilor fuzzy, cunostintele
pot fi exprimate mult mai natural si in acest mod multe
probleme tehnice si decizionale pot fi simplificate
semnificativ.

Teoria multimilor fuzzy cuprinde logica fuzzy,
aritmetica fuzzy, programare matematica fuzzy, topologia
fuzzy, teoria grafurilor fuzzy, analiza datelor fuzzy, desi
termenul de logica fuzzy este de cele mai multe ori utilizat
pentru a le descrie pe toate.

Prin teoria multimilor fuzzy pot fi implementate clase
si grupuri de date ale céaror limite nu sunt definite cu
precizie. Termeni generali ca ,,mare”, ,,mediu”, ,,mic” pot fi
folositi pentru a reprezenta fiecare un interval de valori
numerice. Logica fuzzy permite suprapunerea acestor
multimi stratificate, astfel ca pretul de 200000 lei al unei
carti, de exemplu, poate fi clasificat atdt in categoria
»mare”, cit si in categoria ,,medie” cu grade diferite de
apartenenta la fiecare grup sau categorie.

Logica fuzy a inceput si fie introdusd masiv in
tehnologia informationald abia de la sfarsitul anilor 1980 si
inceputul anilor 1990. Ea 1si are originile in logica
Booleana si permite definirea unor variabile logice care pot
avea valori intermediare intre cele doua valori binare 0 si 1.
Deoarece poate opera in mod sistematic cu informatii
aproximative, logica fuzzy este ideala pentru controlul
sistemelor neliniare §i  pentru modelarea sistemelor
complexe, atunci cand nu este posibil sd se obtind modele
exacte. Un sistem fuzzy este de obicei format dintr-o baza
de euristici sau reguli, functii de apartenenta si o procedura
de inferentd. Astazi, logica fuzzy se regaseste intr-o mare
varietate de sisteme de control (controlul proceselor
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chimice, controlul fabricatiei etc.) si in foarte multe bunuri
de consum (masini de spalat, camere video, automobile etc.)

Lucrarea de fatd incearcd sa pund 1n evidenta
importanta abordarii fuzzy in rezolvarea problemelor
decizionale.

Procesul decizional presupune evaluarea mai multor
variante decizionale in vederea alegerii uneia dintre ele. De
cele mai multe ori, evaluarea variantelor decizionale se face
pe baza mai multor criterii care pot fi exprimate in unitati
de maésura diferite si in conflict unele cu altele.

Pentru alegerea variantei decizionale optime este
necesara ierarhizarea variantelor decizionale disponibile in
raport cu toate criteriile dorite. Dar, in general, o variantd
optima in raport cu un criteriu este suboptimala in raport cu
celelalte criterii. De aceea, se cautad varianta care realizeaza
cel mai bun compromis pentru toate criteriile.

Exista diferite metode de abordare a problemelor
decizionale multicriteriale: metoda bazata pe determinarea
tuturor solutiilor eficiente nedominate [21], metode bazate
pe conceptul de utilitate [7, 8, 10, 16], metoda programarii
scop [1, 3, 18], metode care utilizeazd functii de
apartenentd definite de teoria multimilor fuzzy [1, 2, 5, 6, 9,
11 — 15, 17 — 25]. In aceastd lucrare se prezintd diferite
modalitdti de aplicare a teoriei multimilor fuzzy in
modelele cu mai multe functii obiectiv.

Trecerea In revisti a celor mai
rezultate in domeniu

importante

n [17], Osyczka aratd cd abordarea multicriteriald a
problemelor de afaceri poate fi realizata in mod satisfacator
prin modele de programare liniarda multicriteriald, prin
ponderarea diferitelor functii obiectiv luate in considerare.
Ponderile trebuie sa fie determinate de manageri, ceea ce
inseamnd cd ele vor fi afectate atidt de rationamentul
individual al managerilor, cat si de informatia de cele mai
multe ori incompletd de care dispun managerii. Compararea
diferitelor ponderi implica un efort considerabil de calcul,
mai ales daca se utilizeaza metode bazate pe vectori proprii
sau metoda celor mai mici patrate.

In 1970, in [2], Bellman si Zadeh propun aplicarea
operatorului maxmin si a metodei de ponderare aditiva simpla
care se bazeaza pe functii de apartenenta definite pe multimi
fuzzy  pentru  rezolvarea  problemele  decizionale
multicriteriale. De atunci, au aparut o multime de lucrari in
care sunt studiate problemele multicriteriale fuzzy, dintre care
mentionam [1, 5, 6,9, 11 - 15, 17 - 25].

57



Prioritati tehnologioe in economia romaneasca

In 1978, Zimmermann [22], a utilizat functii de
apartenentd liniare pentru rezolvarea problemelor de
programare liniara cu mai multe functii obiectiv. Lai si
Hwang [11, 12] au propus o tehnica interactivd pentru
problemele decizionale multicriteriale, prin care decidentul isi
poate modifica atat scopurile sale, cat si tolerantele fata de
aceste scopuri pentru a obtine o solutie satisfacatoare.

Ideea de baza in modele fuzzy cu mai multe functii
obiectiv este de a construi functii de apartenenta prin care se
transformd indicatorii care reprezinta diferite criterii, intr-o
marime care poate fi, in mod adecvat, comparata si combinata
pentru obtinerea unui criteriu global.

Functiile de apartenenta pot fi foarte diferite ca forma.
Ele depind de criteriul pe care il descriu. De exemplu,
pentru criteriile de maxim, cunoscand pentru fiecare criteriu

e e e . _oo.min . .. . . . o.max
Yi, limita inferioara Yi si limita superioara Yi ,

functia de apartenentd u(Yi) poate fi definitd prin relatia
(. |

0dacaYi<Yi
M(Yi)_[ Yi—yimin

R .
. J daca YiU<Yisyim™ (1)
yimax _ -y min

1 daca Yi>Yim"™

In figura 1 este reprezentati grafic functia de
apartenentd p(Y1) pentru diferite valori ale lui R.
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Figura 1

Se observa cé pentru R<1, p(Yi) scade rapid daca Yi
se apropie de Yimm, iar pentru R>1, n(Yi) creste rapid

< v . .max
dacad Yise apropie de Yi .
In cazul in care se doreste atingerea unui anumit nivel

Cie[Yimm, Yimax], functia de apartenentd w(Yi) poate

definita prin relatia (2).
(7 - \R .
Yi-Yi™ | daciyi" < Yi<Ci
Ci-Yyi™

R
w(Y=< [ Yi"™ - vi] " daca Ci<yi<yi™® @)
Yi™¥ —Ci

X

(0 daca Yi < Yi™ sau vi> yi™®
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In figura 2 este reprezentati grafic functia de
apartenentd p(Y1) definita prin (2), pentru diferite valori ale
lui R.

yimin Ci

Yimax

Figura 2

Functiile de apartenenta pot fi utilizate atit in
optimizarea  multiatribut, cat si In  optimizarea
multiobiectiv.

Utilizarea functiilor de apartenenti in problemele
non-fuzzy cu mai multe functii obiectiv

Forma generald a problemei de programare liniard cu
mai multe functii obiectiv:
Maximum F(x) = Cx
cu restrictiile: 3)
Ax<b
x>0,
unde:

X = vector coloand cu n componente X{, X9, ..., Xp,, care

reprezinta variabilele decizionale ale problemei
F(x) = vector coloand cu » componente f(x), f(x), ...,

fi(x), care reprezintd functiile obiectiv prin care sunt

exprimate criteriile de evaluare a variantelor

decizionale; fiecare functie obiectiv

n
f(x) = ZCthj ,pentruh=1, .., r
j=1

C = matricea coeficientilor celor » functii obiectiv, Chjs

pentruh=1,...,r,j=1,..,n
matricea coeficientilor tehnologici, ajj, pentru
i=1,..,mj=1,..,n

A =

b = vector coloand cu m componente by, b,, ..., by care

reprezintd termenii liberi din partea dreapta a
restrictiilor.

Multimea solutiilor admisibile poate fi definita

D= {xeRn‘ Ax<b,x2>0}.
Pentru construirea functiilor de apartenentd cu relatia
(1) se poate aplica urmatoarea procedura:
Pasul 1. Se obtin limitele domeniului de variatie pentru
fiecare functie obiectiv:
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. . . ma
a) Se determind valorile maxime f}, X, pentruh=1, ..,

prin rezolvarea problemelor de programare liniard cu o
singura functie obiectiv de forma:

n
fhmax = max ZCthj ,pentrux € D
j=1
. . .. min
b) Se determind valorile minime f;, ~, pentruh =1, .., 1,

prin rezolvarea problemelor de programare liniara cu o
singura functie obiectiv de forma:

) n
fhmm = min ZCthj ,pentrux € D
j=1
Pasul 2. Valoarea fiecarei functii fj,(x) variaza liniar de la
fhmm la fhmax’ astfel ca aceasta poate fi

consideratda ca un numar fuzzy cu functia de
apartenenta ph(x) definita de relatia (4):

daci fy(x) < i,

(0= [ £ (x) — f, ™0 J dacd fy, <0<, T (4)

fy max _ fy min

< ma
1 daca fj(x) > f}, x pentruh=1, ...,

Pasul 3. Se aplica principiului Bellman — Zadeh [2], pentru
determinarea deciziei fuzzy care consta in géasirea
vectorului x cu cel mai mare grad de apartenenta la
intersectia multimilor vagi:

max min {p, (x), py(X), ..., b (X)} (5
xeD

Probleme multicriteriale fuzzy

Pentru problema de programare liniard cu mai multe
functii obiectiv in care termenii liberi ai restrictiilor sunt
definiti imprecis se poate defini problema fuzzy cu mai
multe functii obiectiv de forma:

Maximum F(x) = Cx
cu restrictiile: (6)

Ax< b
x>0,

unde b este vectorul resurselor fuzzy b € [b;, bj + ], cu
t; precizat de decident,i=1, ..., m.

In acest caz, functiile obiectiv nu sunt formulate vag
dar, ele devin fuzzy din cauza restrictiilor formulate vag.
Pentru rezolvarea problemei (6), va fi necesar sia se
determine functiile de apartenentd pentru toate functiile
obiectiv si functiile de apartenentd pentru toate restrictiile
fuzzy. In acest scop, se poate aplica urmitoarea procedura:
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Pasul 1. Se obtin limitele domeniului de variatie [fho, fht],

fh(x),
rezolvarea problemelor (7) si (8) de programare
liniara cu o singura functie obiectiv:

pentru fiecare functie obiectiv: prin

n

fho = max Z ChjXj,cu restrictiile: @)
j=1
Ax<b
x>0,
pentruh=1,..,r
si
¢ n
f;, = max ZCth j-cu restrictiile: ®)
j=1
Ax<b+t
x>0,

pentruh=1, ..,

unde t este vector coloand cu m componente ty, ty, ..., t,
care reprezintd tolerantele precizate de decident pentru
fiecare resursd. Fara a pierde din generalitate, se va
considera cd 0 <t;<oo, pentrui=1, ..., m.

Pasul 2. Se construiesc functiile de apartenentd uh(x)

pentru fiecare functie obiectiv fl,(x), h=1, ..., r si

functiile de apartenenta ui(x) pentru fiecare

n ~
restrictie  fuzzy gj(x) = Zaijx j < by
j=1

i=1,..,m
Functiile de apartenenta uh(x) asociate functiilor

obiectiv fj(x), h =1, ..., 1, si functiile de apartenenta ui(x)

n ~

asociate restrictiilor gj(x) = Zaijx j < b;
j=1

pentrui=1, ..., m, se pot defini prin relatiile (9) si respectiv
(10):

1 daci fiy(x) > fy,

0
M daca fho <) < fht ©)

u (x) 5
h
fht —fho

0 daca f,(x) < f,

pentruh=1, .., r

59



Prioritati tehnologioe in economia romaneasca

n
(1 daca Zaiij' <b;
j=1

n
TR, Ly | dacibis Zaiij- b+t (10)
A J=1

t

n
0 daca a;:X;>b: +t
N\ Z yXj=hiTh

J=1
pentrui=1, .. m

Pasul 3. Gasirea vectorului x cu cel mai mare grad de
apartenenta la intersectia multimilor vagi:

max min {p, (x), uy(X), o ), 1 (), B (XD s
x>0

X)}. 11
TG an
Rezolvarea problemelor (5) sau (11) se poate face prin
mai multe metode. Pentru a folosi instrumentele existente
pentru rezolvarea problemelor de programare liniara, in
aceasta lucrare sunt prezentate metode care transforma

problema multicriteriala fuzzy 1intr-o problema de
programare liniara:
- maximizarea celui mai mic grad de satisfacere

simultand a tuturor functiilor de apartenenta;
- maximizarea mediei valorilor functiilor de apartenenta;
- metoda celor doud faze pentru determinarea unei solutii
fuzzy — eficiente;
- metoda interactiva bazata pe preferinta decidentului.

Maximizarea celui mai mic grad de satisfacere
simultana a tuturor functiilor de apartenenta

Problema (11) este echivalenta, [15, 19], cu problema:
max o

cu restrictiile:

a< uh(x) <1,pentruoriceh=1, ..,r

o< uﬁ_i(x) <1, pentruoricei=1,..,m

ae[0,1],x=>0

Valoarea optimd o* reprezintd limita inferioara a
valorilor celor (r+m) functii de apartenenta a solutiei x* la
multimile fuzzy asociate functiilor obiectiv si restrictiilor.
Aceste informatii pot fi importante pentru decident, dar
solutia este necompensatorie. Metoda bazatd pe media
valorilor functiilor asigurd o compensare totala intre diferite
grade de apartenenta.

(12)

Maximizarea mediei valorilor functiilor
de apartenenta

Se presupune ca functiile de apartenentd pentru
functiile obiectiv §i pentru restrictii au aceeasi importanta
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pentru decident.
rezolvati astfel:

Problema multicriterialda fuzzy poate fi

l r+m

max Z a, | cu restrictiile:
r+m k=1

op < uh(x) <1,pentruoriceh=1, ..r

Oppi < ur+i(x) <1, pentruoricei=1,..,m

(13)

oge [0, 1], pentru orice k=1, ..., r+m, x = 0

In [19], se arati ci cele doud metode nu garanteaza ci
solutia x* este eficienta.

Se considera ca x* este o solutie fuzzy — eficienta
pentru problema multicriteriald fuzzy, daca nu existd nici
un vector x € D, astfel incat pk(x*) < uk(x), pentru orice

k=1, .. rtmsi ps(x*) < ;,Ls(x), pentru cel putin un indice s.

Se demonstreaza, [9], cd o solutie eficientd poate fi
obtinuta prin metoda celor doua faze.

Metoda celor doua faze pentru determinarea unei
solutii fuzzy — eficiente

Aceastd metoda realizeazd o combinatie intre cele
doud metode prezentate.
Faza I constd in determinarea valorii o* prin rezolvarea
problemei:
max o
cu restrictiile:
o< ph(x) <1,pentruoriceh=1, ..,r

o< Mr+i(x) <1, pentruoricei=1, .., m

ae [0,1],x>0

(14)

Faza Il consta in determinarea solutiei x* fuzzy — eficiente
prin rezolvarea problemei:

r+m

max 1 S cu restrictiile:

r+m

k=1
op < ph(x) <I,pentruoriceh=1,..,r

Oyt < pﬁ_i(x) <1, pentruoricei=1, ..., m

(15)
oye [o*, 1], pentruoricek =1, ..., r+m, x 2 0,

unde a* > 0 este obtinut in faza 1. Valoarea optimd a
mediei valorilor o este evident mai mare sau egald cu o*.

Metoda interactiva bazata pe preferinta decidentului

In [23] Zimmermann si Zysno au aritat ci in lumea
reald, cele mai multe decizii nu sunt nici ne-compensatorii
nici compensate in iIntregime. Pentru a oferi o solutie de
compromis intre solutia ne-compensatorie si solutia
complet compensata, in [19] se propune o metoda in care
dupa obtinerea valorii a*, se rezolva urmétoarea problema:

1 r+m

max Z a, |»Cu restrictiile:
r+m k=1

op < ph(x) <I,pentruoriceh=1,..,r
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Opti < pr+i(x) <1, pentruoricei=1,..,m (16)

oge [, 1], pentru orice k=1, ..., r+m, x = 0,

unde o’ € [0, a*] este ales de decident pe baza
preferintelor sale.

In [19] se demonstreazi ci acest model garanteazi
obtinerea unei solutii fuzzy — eficiente. In plus se
demonstreaza ca aceastd proprietate se mentine §i cazul
rezolvarii unui model cu un numéar mai mic de variabile si
de restrictii:

max [__| ri” w4, (x) | cu restrictiile:
r+m k=1 k
o’ < uh(x) <1,pentruoriceh=1,..r

o’ < ur+i(x) <1, pentruoricei=1,..,m a7

x>0,
unde o’ € [0, ao*] este ales de decident pe baza
preferintelor sale.

Concluzii

Abordarea fuzzy poate fi foarte utild in procesele
decizionale care se bazeaza pe date imprecise si pe
rationamente subiective. In aceastd lucrare s-a analizat
cazul in care atat functiile obiectiv, cat §i restrictiile sunt
reprezentate prin functii liniare de apartenentd. Printr-o
procedura adecvata, decidentul ar putea sa modifice valorile
lui o in intervalul [0, 1] si apoi sa observe posibilitatea
obtinerii valorilor optime ale productiei si ale profitului.
Metoda permite atdat obtinerea celui mai inalt grad de
apartenentd pentru obiective, cat si o mai buna utilizare a
fiecérei resurse limitate.

Prof. univ. dr. Florica LUBAN
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